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Intensitätsmodulierte Bestrahlungsfelder

◮ Bestrahlungsfelder werden durch nichtnegative
ganzzahlige m × n - Matrizen repräsentiert.

◮ Verwendung von Multileaf-Kollimatoren
◮ Lamellenpositionen werden durch 0-1-Matrizen, so

genannte Segmente, beschrieben.
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Definitionen (1)

Gegeben:
Intensitätsmatrix A mit nichtnegativen ganzzahligen Einträgen,
A hat m Zeilen und n Spalten

◮ Eine 0-1-Matrix S heißt Segment, falls in jeder Zeile die
Einsen aufeinanderfogend sind.

◮ Zerlegung: A =
k
∑

i=1
uiSi

◮ Delivery time (DT): DT =
k
∑

i=1
ui
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Definitionen (2)
◮ Notation: ai ,0 = ai ,n+1 = 0 für alle i = 1, . . . , m

◮ DT-Zeilenkomplexität: ci(A) =
n
∑

j=1
max {0, ai ,j − ai ,j−1}

◮ DT-Komplexität: c(A) = maxi=1,...,m ci(A)

Beispiel:
(

1 5 2
7 3 5

)

→

(

0 1 5 2
0 7 3 5

)

→ c(A) = max(1 + 4, 7 + 2) = 9

Proposition
Die minimale Delivery Time (DT) einer Zerlegung von A ist
c(A).
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Meine Aufgabe

◮ Finde Matrix Aapprox mit |aij − aapprox
ij | ≤ δ für alle

i = 1, . . . , m und j = 1, . . . , n mit minimalem c(Aapprox)

◮ Zeilen können unabhängig modelliert werden

◮ DT-Komplexität einer Zeile a: c(a) =
n
∑

j=1
max{0, aj − aj−1}

Approximiertes DT-Problem (ADT)
Sei a = (a1, . . . , an) ein Vektor mit nichtnegativen ganzzahligen
Einträgen der Länge n. Finde einen ganzzahligen Vektor d mit
dj ∈ [−δ, δ] für alle j = 1, . . . , n und c(a + d) ist minimal.
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Gesamtfehler

Gesamtfehler (Total change): TC(d) =
n
∑

j=1
|dj |.

Sei b := a + d .

Approximiertes DT-Problem mit minimalem Gesamtfehler
(ADTF)
Finde d mit dj ∈ [−δ, δ] für alle j = 1, . . . , n und

c(a + d) = min
{

c(a + d ′)
∣

∣

∣
d ′

j ∈ [−δ, δ] für alle j = 1, . . . , n
}

TC(d) = TC(b − a) =

n
∑

j=1

|bj − aj | → min
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Graph von a
Für einen Graphen G = (V , E) und v ∈ V sei path(v) die
Menge der Knoten w , die mit v verbunden sind.
Sei Gδ(a) = (V , E) wie folgt definiert:

V := {0, 1, 2, 3, . . . , n, n + 1}; E := ∅;
for j = 2 to n do

max := max{ak | k ∈ path(j − 1)};
min := min{ak | k ∈ path(j − 1)};
if max − aj ≤ 2δ und aj − min ≤ 2δ then

E := E ∪ (j − 1, j);
end if

end for
→ Einträge der Knoten eines maximalen Pfades unterscheiden
sich um ≤ 2δ und Pfade haben maximale Länge
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Beispiel zum Graph von a

For den Vektor a = (1, 7, 8, 7, 4, 5, 1, 2, 8, 9) und δ = 1 erhalten
wir folgenden Graphen:

3��
��

2��
��

4��
��

5��
��

6��
��

7��
��

8��
��

1��
��

9��
��

10��
��

Abbildung: Graph von a.
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Pfadtypen
Sei p ein Pfad von Gδ(a). Sei max(p) := max{ak | k ∈ p} und
min(p) := min{ak | k ∈ p}.

→ Sequenz (c1, c2, . . . , ck ) der Pfade von Gδ(a)

Pfadtypen:

Typ 1

max(pi) < max(pi−1)
max(pi) < max(pi+1)

Typ 1

Typ 2

Typ 3

Typ 4

Typ 1

2d
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Pfadtypen
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→ Sequenz (c1, c2, . . . , ck ) der Pfade von Gδ(a)
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max(pi) < max(pi−1)
max(pi) > max(pi+1)

Typ 1

Typ 2

Typ 3
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Typ 1
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Komplexitätssatz
Proposition
Sei Gδ(a) der Graph von a. Sei weiterhin
(r1, p2, r2, p3, r3, . . . , ps, rs) die Sequenz der alternierenden
Pfade vom Typ 3 und 1.

a) Es gibt eine zulässige Lösung b von ADT und

c∗ := c(b) = (max(r1) − δ) +
s

∑

l=2

(max(rl) − min(pl) − 2δ)

b) Der Vektor b aus a) ist eine optimale Lösung von ADT, d.h.

c∗ = c(b) = min{ c(a + d) | dj ∈ [−δ, δ] für alle j = 1, . . . , n}
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Beweisidee des Komplexitätssatzes

Typ 1

Typ 2

Typ 3

Typ 4

Typ 1
Typ 1

Typ 2

Typ 3

Typ 4

Typ 1
max-min-2d

Faustregel: Große Vektoreinträge (Berge) verkleinern, kleine
Vektoreinträge (Täler) vergrößern.
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Schrittweise Optimierung

Proposition
Für die minimale erreichbare Komplexität

c∗ := min{ c(a + d) | dj ∈ [−δ, δ] für alle j = 1, . . . , n}

und die Menge der optimalen Vektoren für das δ-Problem

Lδ(a) :=
{

b
∣

∣

∣ |bj − aj | ≤ δ für alle j = 1, . . . , n, c(b) = c∗

}

sowie die Hintereinanderausführung Lδ2 ◦ Lδ1 : N
n → 2N

n
mit

Lδ2 ◦ Lδ1(a) := {b2 | ∃ b1 ∈ Lδ1(a) mit b2 ∈ Lδ2(b1)}

gilt für δ = δ1 + δ2: Lδ2 ◦ Lδ1(a) = Lδ(a).
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Gesamtfehlerminimierung durch
Kürzeste-Wege-Suche (1)

Azyklischer Digraph G = (V , E) mit V = V1 ∪ · · · ∪ Vn ∪ {q, s}
und

Vj = {v−δ,j , . . . , v0,j , . . . , vδ,j} für alle j = 1, . . . , n.

Die Menge der Kanten ist

E = E0 ∪ E1 ∪ E2 mit

E0 = {(q, vi ,1) | i = −δ, . . . δ}

E1 = {(vl ,j , vi ,j+1) | l , i = −δ, . . . , δ, j = 1, . . . , n − 1}

E2 = {(vi ,n, s) | i = −δ, . . . , δ}
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Beispiel für Graph zur Gesamtfehlerminimierung
Für den Vektor a = (7, 3, 5) und δ = 1 erhalten wir den Graphen

7��
��

8��
��

6��
��

q��
��

3��
��

4��
��

2��
��

5��
��

6��
��

4��
��

s��
��

Abbildung: Graph zur Gesamtfehlerminimierung.
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Notation

Wir verwenden von nun an die Notation

max{0, a} = a+.

Außerdem führen wir eine lexikographische Ordnung von
Vektoren ein. Ein Vektor (a1, a2) ist kleiner als (b1, b2), falls

a1 < b1 oder (a1 = b1 und a2 < b2).
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Gesamtfehlerminimierung durch
Kürzeste-Wege-Suche (2)

Die Kanten von G werden durch eine Gewichtsfunktion
w : E → N

2 bewertet:

w(q, vi ,1) = ((a1 + i)+, |(a1 + i)+ − a1|),

w(vl ,j , vi ,j+1) = (c, e), mit

c =
(

(aj+1 + i)+ − (aj + l)+
)

+
und

e = |(aj+1 + i)+ − aj+1|,

w(vi ,n, s) = (0, 0).

→ lexikographische Ordnung!
Ein kürzester q-s-Weg (q, vi1,1, . . . , vin,n, s) repräsentiert eine
optimale Lösung b mit bj = max{0, aj + ij} für alle j = 1, . . . , n.
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Fortführung des Beispiels

Für a = (7, 3, 5) wählen wir den Weg (q, 6, 4, 4, s). Die
Gewichte der Kanten sind:

6��
��

q��
��

4��
��

4��
��

s��
��(6, 1) (0, 0)(0, 1)(0, 1)

Abbildung: Graph zur Gesamtfehlerminimierung.

Die Approximation ist b = (6, 4, 4) mit c(b) = 6 und TC(b) = 3.
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Gesamtfehlerminimierung durch
Kürzeste-Wege-Suche (3)

Die Zeilenkomplexität (= DT) von b ist

c(b) = w1(q, vi1,1) +

n
∑

j=2

w1(vij−1,j−1, vij ,j)

und der Gesamtfehler ist

TC(b − a) = w2(q, vi1,1) +
n

∑

j=2

w2(vij−1,j−1, vij ,j)

Komplexität des Algorithmus: O(nδ2)
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Zerlegung von Matrizen
Sei ai die i-te Zeile von A und

ci = min
{

c(ai + d)
∣

∣ dj ∈ [−δ, δ] für alle j = 1, . . . , n
}

.

Für die Realisierung von A mit Fehlerschwelle δ, benötigen wir
deshalb eine DT von

cA = max
i∈[m]

ci .

Ausreichend ist also:
Gegeben eine Matrix A mit nichtnegativen, ganzzahligen
Einträgen, finde eine zulässige Approximation B mit c(bi) ≤ cA

für alle Zeilen i = 1, . . . , m und TC(B) =
m
∑

i=1
TC(bi − ai) → min.
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Zusammenfassung

◮ Approximationsaufgabe ermöglicht starke Reduzierung der
DT, z.B. Halbierung der DT bei δ = 2 und einem
Maximaleintrag der Vektoren von L = 10.

◮ Zahlreiche Algorithmen für ADT und ADTF
◮ Schrittweise Optimierung ist möglich.
◮ Gesamtfehlerminimierung bei ganzen Matrizen konnte

erreicht werden.
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Ausblick

Offene Fragen:
◮ Einfluss der Glättung der Vektoren auf die Anzahl der

verschiedenen Segmente in der Zerlegung
◮ Betrachtung der technischen Nebenbedingungen

(Tongue-and-Groove Constraint, Interleaf Collision
Constraint, Leaf Overtravel Constraint)

◮ Betrachtung der physikalischen Nebenbedingungen
(Mindestfeldgröße, optimale Feldformen, Leakage)
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