SPM-Kurs 2011

Allgemeines Lineares Modell
General Linear Model

_ ) £2i AN Universitatsklinikum
Tobias Sommer-Blochl, I A IHamburg—Eppendorf

Neurolmage Nord,
Institut fur Systemische Neurowissenschaften




Einfuhrung in das GLM

 GLM: (multiple) Regression y=ax+b+ Fehler

» T-Tests und Varianzanalysen: Spezialfall des GLM
« abhangige Kriteriumsvariable

« unabhangige Pradiktorvariable/Regressor
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Ziel: = Beschreibung des Zusammenhangs zwischen x und y
» bei mehreren Regressorenx :  y=a,x, +a,x, +...+a,x, +1b+&
= Kriterium y als gewichtete Linearkombination der Regressoren Xx;



GLM in Matrizenschreibweise _

y=ax +a,x,+...+a,x +1b+¢

gewichtete Regressoren Konstante

Kriteriumsvariable
J9|ys-




Regressionsanalyse

1. Modellauswahl

2. Parameterschatzung

3. Beurteilung der Modellgute
4. Inferenz/Signifikanztestung

Modellauswahl

* Welche Art von Zusammenhang wird hypothetisiert?

Regressionsanalyse

Parameterschatzung
Modellgute
Inferenz

 Welche Regressoren werden in das Modell aufgenommen?



- Einfuhrung in das GLM

Beispielstudie:
» Enkodierung: Bilder unterschiedlich gut sichtbar

Aufgabe: n-back

« Gedachtnistest: alle Bilder voll sichtbar
Aufgabe: alt/neu-Entscheidung



Beispielstudie - Regressionsanalyse

= Kriteriumsvariable: Parameterschatzung

mittlere Reaktionszeit in Gedachtnistest Hesle

Inferenz

= 1 Regressor: + Konstante (y-Achsenabschnit)

Sichtbarkeit in % der Bilder wahrend des Enkodierens
= Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen Sichtbarkeit und

Reaktionszeit
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Regressionsanalyse

Parameterschatzung
Modellauswahl
Ziel: Parameterschatzung
. . . . . . Modellgute
* Regressionsgewichte bestimmen, so dass die Kriteriums- NP

variable moglichst genau vorhergesagt wird
 Fehler soll minimiert werden

= Kriterium der kleinsten Abweichungsquadrate:
« SAQ (Summe der Abweichungsquadrate) soll minimiert werden




Beispielstudie:

* 1 Regressor + 1 Konstante
= 2 Regressionsgewichte/Parameter zu schatzen

Po=(xiae)-| R

y=-0,006x+1,75 + ¢
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- Regressionsanalyse

n
SAQ — Z gl.z — g'g y=Xp+e Modellauswahl
" [

i=1 Modellgute

Inferenz

~(y-XB) (v - XB)

= vy - 28X + |

= quadratische Gleichung (y=x?) SAQ

 bei einem Parameter bildet die SAQ eine
Parabel in Abhangigkeit von dem gewahlten 3

* durch die partielle Ableitung der SAQ nach Null
findet man das 3, fur die die SAQ minimal ist

09 _ 5 Xy 2XXB=0

aﬂ’ SAQmin "

p=(XX)" XYy —




- Regressionsanalyse

Modellauswahl

 bei zwei Parametern, wie im Beispiel (1 Regressor S ———
und Konstante), bilden die SAQ somit in Abhangigkeit Modellgiite
von der Grolde der beidenﬂ s einen dreidimensio- ——
nalen Kegel mit genau einem Minimum

+ durch die partielle Ableitung nach Null erh&lt man die beiden s, an
denen die SAQ minimal ist

« Parameterschatzung fur alle Parameter in diesem Ordinary Least

Square (OLS) Verfahren in einem Schritt

SAQ




Beurteilung der Modellgiite [Regressionsanalyse

Modellauswahl
Parameterschatzung

Proband 1 Proband 2 Inferenz

RT [s
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y=-0,006x+1,75+¢

Welchen Anteil der beobachteten Varianz erklart das Modell?



Begriffsbestimmung:
1) uneingeschranktes oder ,full’ Modell:

arianz

y=p0x+pl+¢

el

ii) eingeschranktes oder ,reduced’ Modell

y=p1l+¢




Dafieinin Alinol ke ffisissdchteten -Regressionsanalyse

Modellauswahl

Varianz 3 ? . = terschét
aria erklgrt ias Mﬁ?‘cﬁfltle Varianz arameterschatzung

- 0 _

beobachtete Varianz ‘ Inferenz

Proband 1 Proband 2
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« SPM: Modellgute durch Residuen/Fehler (ResMs.img) oder uUber F-
Test (‘effects of interest’) bestimmbar



Regressionsanalyse
Inferenz : i
Ausgangspunkt Modellauswahl
. Parameterschatzung
* Model ausgewahlt Modellgiite

Inferenz

* Regressionsgewichte/Parameter bestimmt
* Determinierte Varianz bestimmt

Ziel der Inferenz
» Uberprufung einer Hypothese anhand von Stichprobendaten

I) Formulierung der Hypothesen
i) Nullhypothese H,: Hypothese, die man verwerfen mochte
ii) Alternativhypothese H,: Hypothese, die man belegen mochte
* t-Test: Mittelwerts- vs. F-Test: Varianzen-Unterschiede
 t-Test-Hypothesen® in fMRT haufiger

Il) Festlegung der Signifikanzschwelle/lrrtumswahrscheinlichkeit: a
« Wahrscheinlichkeit, mit der ein Ergebnis nicht zufallig zustande kam
» Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 1. Art zu begehen



lll) Berechnung des F-Werts
 F-Wert ist das Verhaltnis zweier Varianzen

full model’ <> -reduced model’

rianz

Var

yanz full model’

el’

&

F = Fe [parianz full model’ | . _ b y
E _(I‘—L._.\ervgrianz ,ed. model’) — (Fehlervariahz full model’) ¥ B ~

‘ Fehlervarianz ,full model’ ‘



Regressionsanalyse

Modellauswahl

IV) Freiheitsgrade

* F-Wert ist das Verhaltnis zweier Varianzen Parameterschatzung
o _ o Modellgite
* dividiert durch die Freiheitsgrade (df) Inferenz
oot — deéhIer:
Varianz2 -
g ChcNenner,

« Berechnung der Freiheitsgrade:
* dfcehiervarianz = Anzahl Beobachtungen — Anzahl Regressoren
* dfyananz full model = ANzahl Regressoren

e Einfluss auf F-Wert:

- Anzahl der Regressoren T = F-Wert |

N\

7

- Anzahl der Beobachtungen T = F-Wert ]



V) F-Verteilung

» Wahrscheinlichkeitsverteilung

p L

95 %

I:krit

F

Regressionsanalyse

Modellauswahl
Parameterschatzung
Modellgute

F(5,5) = blau
F(20,20) = grun

* F > F,;: Wahrscheinlichkeit, dass das ,full model* nur zufallig mehr
Varianz erklart als das ,reduced model‘ ist kleiner als a

* H, wird verworfen, H, angenommen



- Regressionsanalyse

Modellauswahl

Beispielstudie:

— Formulierung der Hypothesen Parameterschétzung
. Modellgute
1) Nullhypothese H: © inferenz.

Es gibt keinen Zusammenhang zwischen der Sichtbarkeit der
Bilder wahrend des Enkodierens und den Reaktionszeiten im
Gedachtnistest.

ii) Alternativhypothese H,:
Es gibt einen signifikanten Zusammenhang.

= Festlegung der Signifikanzschwelle auf a = 0,05
Die H, wird verworfen, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass das
Ergebnis zufallig zustande kam kleiner als 5 % ist.



- Regressionsanalyse

Modellauswahl

= Berechnung des F-Wertes

- _ - Parameterschatzung
Varianz 1 - Modellgiite
§ Zahler _ - Inferenz.
F=— ~
Varianz 2
g dienner,

* 1 df,44- 1 Regressor und Konstante
* 4 dfyenner © Beobachtungen — 1 Regressor

0,04~
F = :/1: = F(1,4) = 40,4

- -’

~

* Fi=21,2

= H, wird verworfen, H; wird angenommen

= signifikanter Zusammenhang zwischen Sichtbarkeit der Bilder
und der Reaktionszeit im Gedachtnistest bei Proband 1



Verbesserung des Modells

- Regressionsanalyse

* ein weiterer Regressor: Parameterschatzung

* Fehlerrate in der jeweiligen Sichtbarkeitsstufe

Modellgute
Inferenz
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Reaktionszeiten

- Regressionsanalyse

Sichtbarkeit Fehlerrate
X, X,
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Modellauswahl

Modellgute
Inferenz
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« Determinationskoeffizient: R* =0,96

* Inkrement: 5% zusatzlich erklarte Varianz 1
* die beiden Regressoren sind hoch korreliert r = -.95
= Suppressionseffekt:

. ,31 im ersten Modell 1,4, im zweiten nur 0,4

= F(2,3) = 36,9 > Fy;;= 30,8



Varianzanalyse

 Varianzanalyse: Spezialfall des GLM
« T-Tests: Spezialfall der Varianzanalyse
= gleiche Formeln wie bei Regressionsanalyse
= aber: 1) Kodierung der Daten
i) Design-Matrix

Kodierung
1) Voraussetzung fur GLM sind intervallskalierte Daten
ii) Einzelvergleiche einzelner Faktorstufen
— verschiedene Arten der Kodierung
= SPM: Dummykodierung mit Konstante

Varianzanalyse

Kodierung



Beispiel Varianzanalyse

Kodierung

* gleiches Model und Daten wie in der Regressionsanalyse: Designmatrix
 Kriteriumsvariable: Reaktionszeit im Gedachtnistest
» Regressoren: Sichtbarkeit der Bilder kodiert als 5 Faktorstufen

Beispielstudie:

Sichtbarkeit Konstante Sichtbarkeit Konstante

y X 123 45 / 1 2 3 4 5
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) l _J
Y Visualisierung der
Designmatrix X Designmatrix X

= Grenzen des Beispielmodels:
 keine Varianz in den einzelnen Faktorstufen
 Varianzanalyse nicht moglich



Modell: - Varianzanalyse

Kodierung

 bisher: Mittelwerte der Reaktionszeit einer Person Designmatrix
* jetzt: einzelne Trials (n=30) im Gedachtnistest

— Regressionsanalyse
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Beispiel Varianzanalyse
Kodierung

Designmatrix

— Varianzanalyse

Sichtbarkeit Konstante Sichtbarkeit Konstante
y X 123 45 . 123 45 /
1,43 50 O O1 0 0 1
158 | 25 O 1 0 0 0 1
145 | 25 O 1 0 0 0 1
185 0 1 0 0 0 0 1
’ Kodierung
1,06 100~000011 -
159 0 1 0 0 0 0 1
137 | 75 O 0 01 01
146 | 50 O 01 0 O 1
133 | 75 O 0 01 01
121 | 100 0 00 0 1




— Modellauswahl Beispiel Varianzanalyse

Modellauswahl

 Erstellung der Designmatrix Parameterschatzung
= Parameterschatzung Modellgite

0,55 |
0,41
0,23
-0,01
0,03
1,25

b=(XX)" Xy =

= Modellgute
*R*=0,99
(identisch zum regressionsanalytischen Modell)



. . i Exkurs Design-Matrizen
Unterschiede von Design-Matrizen <

Jfull-rank” ,rank-deficient”
0 05 1] (1 0 0 0 0 1
25 0,5 1 0O 1 0 0 0 1
50 0,3 1 0O 01 0 0 1
75 01 1 0O 0 01 01
100 0,1 1] 000011

— Regressor als Linearkombination der anderen
Regressoren
1*x1+1*x2+1*x3+ 1% xa+1% x5 = X6

= nicht alle Parameter konnen nicht eindeutig
geschatzt werden

= nicht alle Kontraste konnen geschatzt werden
(Kontrastgewichte mussen in der Summe 0 ergeben)



. . i Design-Matrizen
Unterschiede von Design-Matrizen - <

Jull-rank® Jank-deficient”
0 0,5 1] (1 0 0 0 0 1]
25 0,5 1 01 00 01
50 03 1 001001
7501 1 00 0 1 01
1100 0,1 1 00001 1
b=(XX)" XY p =Xy

Pseudoinverse von X

Inverse von X _
(in SPM)



GLM in der fMRT GLM in der fMRT
-mass univariate approach:
- Aktivitat in jedem Voxel wird unabhangig von jedem anderen Voxel
analysiert
- (Gegensatz: multivariate approaches, e.g. pattern classification)
- erst am Ende wird die Aktivitat in allen anderen Voxeln
mitberucksichtigt und far multiple Vergleiche korrigiert
-abhangige Variable ‘y’ and Regressoren ‘x’:
- unterschiedlich in 18t and 2" Level Analysen

1st Level oder Single Subject Analysen
- abhangige Variable vy:
- Veranderung der BOLD-Signal Intensitat in einem Voxel Uber die
Zeitserie, also in einem Voxel in jedem Volumen Uber den Verlauf
des Experiment



GLM in der fMRT — 1st Level
= y = BOLD-Signal Intensitat in einem Voxel uber die Zeit
Volumen Signalintensitat  Grauwertskalierung  zufallige Skalierung

1 0.2 — 1= Maximum: weil
2 0.5
3 0.7 e
4 0.1 I
5 0.4
6 0.8 oo
7 0.3 o
8 -0.1
9 03 [a =1
O 10 0.6 i
‘= 11 0.8
3 12 1.2 0.2
% 13 0.9 Minimum: schwarz
N 14 0.3
15 0.1
16 0.4
17 0.7
18 0.5
19 0.9
20 1.2
21 1.1
22 0.9
23 0.5
24 0.2
25 -0.1
26 0.3
27 -0.4




-Regressoren = unabhangige Variable:
- unabhanig — hangen vom Timing der experimentellen Bedingungen ab
- Neuronenverbande, die in die Prozessierung involviert sind, zeigen erhohte
synaptische Aktivitat = sehr kurze Ereignisse
— d-function (stick-function; 0 and 1) zu den Onsets der experimentellen
Bedingungen

- neuronale Aktivitat kann nicht direkt gemessen werden mittels fMRT
- neuronale Aktivitat triggert eine hmodynamic response function (hrf)
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-regressors.
— stick-function zu den Onsets der experimentellen Bedingungen

- triggert eine hmodynamic response function (hrf)

Canonical HRF

100 200 300

« 10 Tempaoral Derivative o 1p°Dispersion Derivative

-10
o

“o 100 200 30

—3 regressors

(opt. 6 movem. param.)

- Voxel mit Neuronenverbande, die in die Prozessierung involviert sind, sollten
diese hypothetische hamodynamische Antwortfunktion zeigen ~ BOLD Signal
Veranderungen
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= Statistik immer fur jedes Voxel unabhangig



GLM in fMRT — 2"d Level

2"d |_evel oder Gruppen-Analysen
- abhangige Variable vy:
- Ergebnis der 15t-Level Analysen in einem Voxel Uber die
verschiedenen Versuchspersonen (Werte in den con-images)
- Regressor(en):
- in 0 und 1 dummy-codierte Zuordnung dieser Ergebnisse zu den
Bedingungen oder Faktoren, die auf dem 2"9-Level statistisch
verglichen werden sollen



